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Abstract 

Let X be a complex projective manifold and / a dominating ratio- 
nal map from X onto X. We show that the topological entropy h(/) 
of / is bounded from above by the logarithm of its maximal dynamical 
degree. 

Soit X une variété projective complexe de dimension k > 2, munie d'une 
forme de Kahler u> normalisée par f x u k — 1. Soit / : X — ► X une applica- 
tion rationnelle dominante, c.-à-d. localement ouverte en un point générique 
de X. Notons À/(/) le degré dynamique d'ordre l de /, 1 < l < k, et h(/) 
l'entropie topologique de /. Ils sont définis plus loin. Il s'agit de montrer que 
h(/) < maxi<Kfc log Aj(/). Un intermédiaire utile est lov(J), c'est un indica- 
teur de la croissance du volume des graphes des itérés de /. Plus précisément, 
soit T n le graphe de l'application (/, f 2 , . . . , f n ) où /* := / o • • • o / (i fois). 
On pose 

lov(/) := limsup — logvol(T ra ). 

Utilisant une inégalité de Lelong, Gromov [llj a montré que h(/) < 
lov(/) lorsque / est holomorphe. Sa preuve reste valable pour les applications 
rationnelles. Nous allons montrer que lov(/) = maxi<;<fc log Àj(/) et en 
déduire le théorème suivant. 

Théorème 1 Soit X une variété projective complexe de dimension k > 2 et 
soit f : X — ► X une application rationnelle dominante. Alors 

h(/)<lov(/) = maxlogA,(/). 
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Ce résultat a été annoncé dans ^H|- L'auteur a utilisé l'inégalité (/°/)* < 
/* o /* [TOI lemma 3] qui n'est pas valable lorsque ces opérateurs agissent sur 
les cycles analytiques. Un contre-exemple est donné dans Dans notre 
approche, on ne définit pas /* sur tous les courants ni même sur les cycles. 
Le produit des courants n'est considéré que là où ils sont lisses. 

Rappelons quelques notions (voir par exemple [TJ [T7| H2J [7] ) . Notons T le 
graphe de / dans X x X. C'est un sous-ensemble analytique irréductible de 
dimension k. Lelong a montré que l'intégration sur la partie régulière de F 
définit un courant positif fermé [T] de bidimension (k, k). Soient 7Ti et 7r 2 les 
projections de X x X sur le premier et le second facteur. Pour tout ensemble 
Y C X, posons 

f(Y) := 7r 2 (^\Y) H T) et f-\Y) := nifa^Y) fl T). 

Notons If l'ensemble des points x G X tels que diiri7r^ (a:) HT > 1. C'est 
l'ensemble des points d'indétermination de f. Il est de codimension au moins 
2. On a dim7rf flT < k — 1. Pour toute forme y? lisse de bidegré (l, l) 
posons 

rte) ■■= M*M(<p)*\F\) (!) 

Le courant f*((p) est lisse sur X \ If. Puisqu'il est de masse finie et sans 
masse sur If, ses coefficients sont dans L 1 . En particulier, f*(<p) ne charge 
pas les sous-ensembles analytiques propres de X. L'opérateur /* est continu 
de l'espace des formes lisses dans l'espace des formes à coefficients dans L 1 . 

Posons Si(f) := j x f*(u l ) A u k ~ l pour 1 < l < k. On définit le degré 
dynamique d'ordre l de / par 

À,(/) :=limsup[Mr)] 1/n . 

On verra que la suite [5/(/ n )] 1//n est en toujours convergente (corollaire 7). 
Le degré topologique d t := Xk{f) est égal au nombre de préimages par / d'un 
point générique de X. 
Soit 

Q f :=X\U neZ f n (I f ). 

C'est un ensemble invariant par / et f~ l . On dira qu'une famille F C 0/ 

est (n, e) -séparée, e > 0, si 

max distffYir), f l (y)) > e pour x, y e F distincts. 
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L'entropie topologique {voir PQ) h(/) est définie par 

h(/) := sup ( limsup — logmax F (n, e)-séparée} J . 

e>o V n-,00 n J 

Notons T n l'adhérence dans X n de l'ensemble des points 

(xJ(x),...J n ~ 1 (x)), xeQ f . 

C'est un sous-ensemble analytique de dimension k de X n . Soient U; les 
projections de X n sur ses facteurs. On munit X n de la forme de Kàhler 
u n := ]C n iM- 0n a 

lov(/) := limsup — log(vol(r n )) := limsup — log ( j uj k j . 

On verra plus loin que la suite (- log L u^) est toujours convergente. Util- 
isant une inégalité de Lelong, Gromov ll j a montré que h(/) < lov(/). Dans 
la suite, nous montrons que lov(/) = maxlogÀ/(/). 

Pour tout courant positif fermé de bidegré (1,1) sur X, notons \\S\\ : = 
f x S A u k ~ l la masse de S. Puisqu'on a supposé f x cu k = 1, les courants u> 1 
sont de masse 1. Pour les résultats fondamentaux sur les courants positifs 
fermés nous renvoyons à Lelong ^1] et Demailly [2|. Notre outil principal 
est le lemme suivant. 



Lemme 2. // existe une constante c > 0, qui ne dépend que de X , telle 
que pour tout courant positif fermé S de bidegré (l, l) sur X on puisse trou- 
ver une suite de courants positifs fermés lisses (S m ) m >i, de bidegré (1,1), 
vérifiant les propriétés suivantes 

1. La suite (S m ) converge vers un courant positif fermé S' . 

2. S' > S, c'est-à-dire que le courant S' — S est positif 

3. On a ||5 m || < c\\S\\ pour tout m > 1. 

Preuve — Soit u FS la forme de Fubini-Study de F k normalisée par J pfe a>p S = 1. 
Rappelons que les groupes de cohomologie de Dolbeault 7i' ,/ (P fc ,R) sont de 
dimension 1. En particulier, tout courant positif fermé R de bidegré (/, ï) sur 
P fc est cohomologue à ||i?||o;p S . 
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Puisque X est projective, on peut choisir une famille finie d'applications 
holomorphes surjectives 1 < i < s, de X dans P fc telles qu'en tout 
point x G X au moins l'une des applications soit de rang maximal. Il 
suffit de plonger X dans un P^ et de prendre une famille de projections sur 
P fc . Posons Tj := (^fi) m (S). L'opérateur étant continu, il existe une 

constante C\ > indépendante de S telle que ||Tj|| < Ci||S'||. 

La variété P fc étant homogène, si R est un courant positif fermé dans 
P fc , il existe des courants positifs fermés lisses (R m ) tendant vers R avec 
||-Rm|| = Donc il existe des courants positifs fermés lisses T^ m de bidegré 
(/,/) sur P fc qui convergent faiblement vers Tj et qui vérifient ||T )m || = ||Tï||. 



On a donc ||T i>m || < Ci||S'||. 

Posons S m := EÎ=i(*<)*( T i,m)- Estimons la masse de (^)*(T i>m ): 



pour une constante c 2 > indépendante de S. Donc la masse de S m est 
majorée par c\\S\\ avec c := SC2- Quitte à extraire une sous-suite, on peut 
supposer que la suite (S m ) tend faiblement vers un courant S'. Au voisinage 
de chaque point x G X, on vérifie, puisque l'un des est un biholomor- 
phisme local, que S' — S est positif. On peut bien sûr choisir les constantes 
Ci, c 2 et c indépendantes de l, 1 < l < k. 



Remarque 3. L'ensemble des classes de courants positif fermés de bidegré 
(1,1) et de masse 1 est borné dans H l ' l (X,M). Il existe donc une constante 
ax > telle que la classe de ax^ l —T soit représentée par une forme lisse pos- 
itive pour tout courant positif fermé T de bidegré (/, /) et de masse plus petite 
ou égale à 1. On dira que T est cohomologiquement dominé par La 
propriété ci-dessus est valable pour toute variété kàhlérienne compacte. Dans 
le lemme 2, les courants S m sont cohomologiquement dominés par cxll^H^ 
où Cx '■= COtx- 




< 



C2\\S\\ 



□ 
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Notons Cj l'ensemble des points au voisinage desquels / n'est pas une ap- 
plication holomorphe localement inversible. Posons Qij := X \ Cf. C'est un 
ouvert de Zariski de X. Nous allons définir f*(S) lorsque S est un courant 
positif fermé de bidegré (1,1) sur X. Le courant f*(S) est bien défini sur 
fiij. Si sa masse sur Oi,/, qui est définie par ||/*(<S')|| := f*(S) A u k ~ l , 

est finie, d'après Skoda [TS], son prolongement trivial f*(S) est un courant 
positif fermé sur X. Le lemme suivant montre que c'est le cas. Nous utilisons 
par la suite cette extension par 0. 

Lemme 4. Soit S un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur X. Alors 

\\f*(S)\\ < cx<5z(J) || S'il- En particulier, f*(S) est positif fermé dans X et sa 
masse est bornée par cxSi(f) \\ S\\ . 

Preuve — Soit (S m ) la suite de courants lisses vérifiant le lemme 2 (appliqué 
au courant S). D'après la remarque 3, ces courants sont cohomologiquement 
dominés par cx||S , ||a/. On en déduit que la masse de f*(S m ), qui se calcule 
cohomologiquement, est majorée par cx^(/)||5'||- Plus précisément, on a 
pour tout compact K C Q\j 



f*(S)Au k ~ l < / f*(S')Au k - l < lim / f*(S m )Au 

K JK m ^°° JX 



< c x \\S\\ / /V)Aa/-' = cxW)l|5||. 
Jx 

Ceci implique le lemme. 

Lemme 5. Soit e > 0. Il existe une constante c e > telle qu'on ait 

(f ni )*u A ... A (f nk )*uj < c e (max À* + e) ni 

\<l<k 

pour tous les entiers naturels ni, . . . , vérifiant ni > • • • > > 0. 



□ 



Preuve — Posons À e := maxi<^<fc + e. Soit c > une constante telle 
que o~i(f n ) < cA" pour tout n > et pour tout l avec 1 < l < k. Soit 
Q n j := X \ Uo<i< n -i/ _î (C/). C'est un ouvert de Zariski de X. Montrons par 
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récurrence sur s, < s < k, que pour tous ni,...,n a vérifiant n\ > • • • > 
n s > on a ||T S || < cr^A™ 1 , ex étant la constante de la remarque 3 et 

T s :=(f n iyu>A...A(f n *)*u, T :=l. 

C'est clair au rang s = 0. Supposons le au rang s — 1, 1 < s < k. On a 
||^_ill < <f- 1 d'x X K x ~ n ' où 

Tj_ x := {f ni - n °)*UJ A ... A (/ n - 1 - n ')*w. 

Le courant T' 8 _ x étant de masse finie sur Çl ni _ na j, d'après le théorème de 

Skoda [TS], son prolongement trivial T' s _ x dans X est un courant positif fermé 
dont la masse est majorée par c s_1 c^ 1 À™ 1 ~" s . Utilisant le lemme 4 appliqué 
au courant S = A eu et à l'application / n ", on obtient 

iir.ii = lierres Au)\\ < cxô^rwuw < c*^. 

Ceci termine la récurrence. Pour s = k, on obtient le lemme avec c e := c k c k x . 

□ 

Fin de la démonstration du théorème 1. Il nous faut estimer lov(/). 
D'après le lemme 5, on a pour tout e > 

vol(r n ) £ / (f 1 ) m to A . . . A (f*)*a, 

0<ù,...i ft <n-l 

< c/fmaxAim + er 1 . 

l<Kfc 

D'où lov(/) < maxi</< fc logAi(J). On a aussi lov(/) > max 1 < i < fc logA i (/) 
car 

voi(r n ) > / {p-yj a u k ~ l = bip- 1 ). 

Ja f 

□ 

Proposition 6. Soient f et g deux applications rationnelles de X dans 
X. On a 

W°0)<<*W)W 
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Preuve — Par définition de Si(f), on a ||/*^|| = §i(f). Le courant (/o g)*u l , 
qui ne charge pas les sous-ensembles analytiques propres de X, est égal à 
g*(f*u l ) sur Çli t9 R 0ij O p- Le lemme 4, appliqué à g et au courant f*u> 1 , 
entraîne que 

Si(fog) = \\g*(f^ l )\\ < cxô^WrA = cxSiWôfa). 

□ 

Corollaire 7. La suite [<5z(/ n )] 1 / n est convergente. Les degrés dynamiques 
Xi de f sont des invariants birationnels. 

Preuve — D'après la proposition 6, on a ôi(f m+n ) < cxSi(f m )Si(f n ) pour tous 
m,n > 1. Ceci implique que la suite [ôi(f n )) 1 ^ n converge vers inf n >i[<5;(/ Tl )] 1 / n . 

Soit g une application birationnelle de X dans X. Posons h := gofog* 1 . 
On a 

Si(h n ) = 5 l {g o f n ° g' 1 ) < JMgMg-'Mr). 
Donc Xi(f) < Xi(h). Puisque / = g^ 1 o ho g, on a aussi Xi(h) < Xi(f). 

□ 

Remarques 8. a. Russakovskii et Shiffman ont montré l'inégalité ôi(fo 
g) — ôi{f)ôi{g) lorsque X = F k . Diller et Favre |3] ont décrit précisément 
la croissance de ôi(f l ) lorsque / est une application biméromorphe sur une 
surface complexe. Dans le cas de dimension k < 3 et dans le cas des variétés 
homogènes, les résultats ci-dessus ont été démontrés par Vincent Guedj [12] . 
Il a alors prouvé l'existence d'une unique mesure invariante d'entropie max- 
imale logdt(f) pour toute application rationnelle / vérifiant d t (f) > Xi(f), 
1 < l < k — 1 (pour la méthode voir également Briend-Duval [2] ainsi que 
|B]). Le théorème 1 permet d'étendre ce résultat au cas d'une variété 
projective quelconque. 

b. D'après Iskovkikh-Manin il existe des variétés X lisses non 

rationnelles de dimension 3 dans P 4 qui sont unirationelles, c.-à-d. pour 
lesquelles il existe une application rationnelle de rang maximal / : P 3 — > X. 
On peut donc composer une projection holomorphe g de X sur P 3 avec / 
pour obtenir beaucoup d'applications rationnelles d'entropie positive sur X. 
Nous remercions F. Campana et N. Mok qui nous ont indiqué ces exemples. 



7 



Il est facile cependant de construire des correspondances sur les variétés 
projectives (voir par exemple OEJEIEI)- La proposition 6 et le corollaire 7 
restent valables pour les correspondances. Rappelons qu'une correspondance 
sur X est la donnée d'un ensemble analytique r C X x X de dimension k 
dont les images de chaque composante par %i et 7r 2 sont égales à X. On peut 
poser / := 7r 2 o (Trxir)^ 1 . L'image réciproque d'une forme lisse est définie par 
l'équation (1). Les degrés dynamiques sont définis de façon analogue que 
pour les applications rationnelles. 

c. Soit 7r : Y — > X une application holomorphe surjective où X et Y sont 
des variétés projectives complexes. Soit T un courant positif fermé sur X. 
L'images réciproque 7r*(T) de T par 7r est bien définie sur un ouvert de Zariski 
de Y (là où / est une submersion locale). Le lemme 2 permet de prolonger 

7r*(T) en courant positif fermé n*(T) dans Y. L'opérateur T i— » 7r*(T) est 

semi-continu inférieurement. Plus précisément, si T n —>■ T, lim7r*(T n ) > 

7r*T. Cette définition est utile dans le cadre des courants dynamiques. Nous 
reviendrons sur cette question dans un prochain travail. Notons que Méo 
[TK] a donné un exemple qui montre qu'on ne peut pas toujours définir 7r*(T) 
dans le cas où X et Y ne sont pas compactes. Il a aussi donné une définition 
de 7r*(T) dans le cas local et lorsque tv est une application à fibres discrètes. 
On ne sait pas si sa définition est indépendante des coordonnées. 
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